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Daus tout le probième, E est un espace vectoriel de dimension finie n > 2 sur Le corps € 

des complexes, et © l'algèbre dés endomorphismes de E. Si a et b sont des éléments de 

+, On note ab l'endomorphisme 20b; pour tout entier k > 0, a esi l'endomorphisme défini par 
récurrence par 0*°° = aa et a° = À, endamorphisme identique .de £. … : : 

On dit qu'une partie & de # est une sous-algèbre si, et seulement. si, c'est un sous-cspace 


…. Yestoriel el que. pour lout.couple d'éléments a..b de 4, ab. eppastiosne à: on souligne que 1 
peut ne pas appartenir à €. me + 5 Moss - 


mette * Ne 8 & - ; ; 
—Soit-Æ-une-partie non vide de 5. On-dit qu'un Sbus-cspsec- vectoriel: Y-de- E-cst-stabte par -— : 


si l'image de V par tout endomorphisme ‘ne © ést imctuse dans V. On di que Ÿ ést Hréduciibie si 
les seuls sous-espaces vectoriels de E stables par # sont {0} et E lui-même. : . - 
Enfin, tous Les espaces vecioriels considérés ‘auront € pour corps des scalaires et, pour toute 
application linéaire «& d'un espace vectoriel dans un autre, Im et Ker & désigneront respectivement 
l'image et le noyau de «à. oc | SAS 


Les parties I et ME sont indépendantes de la question préliminaire et ne dépendent de la partie X 
que par son seul résultat final, fourni par l'énoncé de la question S°.. . "  . RÉ O 


QUESTION PRÉLIMINAIRE. 


Vérifier que ps partie {0} de LA m'eël pas irréduetible et que S: est irréductible, É 


Dans toute cette partie, Œ est une sous-aigébre irréductible de 2, et, pour tout élément x6E, 
on définit une application linéaire * de Æ-daris “ÆE paï f{a) = a(x) pour tout ae. 

1° Soit .# un sous-espace vectoriel de dimension non nulle de @ tel que ame # pour tout 
ae@ et iôüt me.# et que, pari les sous-espaces vectoriels de & vérifiant ces conditions, la 
dimension de .# soit minimale. 2 SN 

a) Indiquer pourquoi un tel sous-espace .# existe. 

5j On choisit m y O dans #, puis +&E tel que fm) = me} # 0. Montrer que l'image 4(.#) 
de .# par € csi un sous-espacæ vectoriel de E stable par €. Trouver cette image et en dèduire une 
inégalité entre n et ls dimension de .#, TRS , : 3 


€} Montrer que abe Keré pour tout ac a tout be Kerë et en déduire Lx dimension de 
# n Ker é, 


d) La restriction de 4 à .# est-elle bijective ? Quelie est la dimension de .# 2: 


2 Soit # < AeteeE choisis comme dans la question l°, et soit x un élément fixé dans E. 

a} Montrer qu'il. existe un endomorphisme he qui est soit un. automorphisme de E soit 
l'endomorphisme nul et qui, pour. tout m6 .#, vérifie l'égalité m(x} = hm(e). Tu 

#) Pour tout ae & et lout me .#, comparer ahm(ée) à hamle} et en déduire que 4 et.h commutent. 


<} Comparer les sous-espaces propres de.h à leurs images par les éléments a € ct montrer que 
h est une homothétie de E, dont le rapport À dépend linéairement de x. 


d) Pour tout m€.#, calculer m{x — Àe) ei en déduire que les endomorphismes m non nuls 
appartenant à .# sont tous de rang 1 et que ce sont exactement les endomorphismes dont le noyau 


est un hyperplan H qui ne dépend que de .# et non de m. | 
3° On note désormais #, et H respectivement Mi, 8, et 4, 


&) Vérifier, à l’aide de lhyperplan H,, que .#, oct strictement inclus dans €. 
b} Vérifier que &'= M#, D Keré,. DRE a 
<} Montrer qu'il existe un sous-espäce vebtoriel .#, dé dimension non nulle dans Ker é,, tel que 
ame A, pour toui ae & et tout me .#, et que, parmi les sOUS-SpA0es vectoriels de Keré, vérifiant 
ts conditions, la dimension dé#."B6it iinimale, Quelle est la dimension de: .#,? 
| 4) Montrer que 4 est sommé directe de sous-espaces vectoriels .#,, . .., .#, vérifiant les conditions 
suivantes : pour tout ie {1,...,r}, ame .#, pout tout ae et tout me.#,, et il existe un élément 
e,eE tel que la restriction de €, à .#, soit une bijection sur E. 


#° Pour tout ie{t,...,r}, soit H, l'hyperplan noyau commun des endomorphismes m non nuls 
appartenant à .#, et soit Ï, un élément du dual-E* de E de noyau H,. 


a) Quelle est l'image de V = A! H, par ks éléments ae? Quel est le sous-espace V ? 


+ ELA 
&) Comment l'orthogonal de V dans E* s’exprime-t-il à l’aide des 1,7? 
c} Comparer 7 à n, 


S* Déduire de cæ qui précède que la seule sous-algébre irréductible de # est # lui-même. 


Daas cette partie, # est un sous-groupe du groupe linéaire de E et on note 9) le ‘$OUs-Éspace 
_ de er par sg. 


bent 2, du. dual #* de # par at) # fr fab). pour 
tout be Z, 4e déeignant La trace | 
6° a) Vérifier que l'application art de ss dans P* est linéaire et bijective. 


à Dans le cas où # est une partie irréductiblke de &, c#» ee ve DCE irreéductibie ? 
Montrer svaile la Hnsille (ôrer est 210. sis dans #æ*. 


tout ge. 

a) Montrer que l'ensemble des ice Ar) lorsque £ et L: édit est fini. 

8) Si de plus # est irréductible, montrer que # est fini (on pourra utiliser une base convenable 
de S'* et la base duale de #7). 


8" On suppose enfin que g n'est pas irréductible, c'est-à-dire qu'il existe un sous-espace vectoriel V 
de E distinet de {40} et de E et stable par Æ. Soient W un sous-espace supplémentaire de V dans E, 


p le projecteur de E sur V parailètement à W et q le projecteur de E sur W parallèlement à V. Pour 
oui ge $, on note g, la restriction de g à V et g, selie de gg à W. 


a) Montrer que {g,:ge®%} est un sous-groupe du groupe linéaire de V et {p.;ge #} est ur 
us-groupe du groupe linéaire de W 


5) Lorsque g, =.I, et fu = Je, exprimer # pue £é en fonction. de 1. et de pga: di que 
… l'application gs, gs) est injoctive sur #. 


.! à Calculer (@,) et (TR À pour tout ges. et déduire de .cœ qùi dpi à laide d'une récurrence 
sur la dimension n, que ® est fini. 


Nr De moni d'une nome notée x et £ de in noëme définie pour tout 
ae # par Jai» sup ax}. 


3° Soit # un sous-groupe du groupe linéaire de E 1e que, pour tout x # 0 appartenant à E, 
inf g(x}i > 0. Montrer que les vaieurs propres de tout ge LA sont de moduic I. 


18° On suppose réciproquement, dans les questions 10° et. 1°, : ‘que $ est un sous-groupe du 
groupe linéaire de E tel que, pour tout ge®, les valeurs préptes de g soient de modèle L En outre, 
. dans cette question 19", # est irréductible. 
a) Montrer que # est une partie bormée de Z. 
5} En déduire que lf Ie CN est strictement positif pour tout x # Ô de E. 


1° On suppose enfin. que # a SG &. ‘Gû-eprend les notations de la question 8". 
a) Montrer que les valeurs propres de g, sont des valeurs propres de g. | 
b) Montrer que _. le(x)ä est strictement PP pour tout x # 0 de E. 


12° Dans Ç? Hate à sa basé canonique et muni de la norme définie par Ha = IE + ini si 
x # (ë,.n)e €”, on considère la famille (eh, d'endomorphismes définis par LALE, nn) = (,#E + 1}. 
a} Vérifier que la famille {g,) constitue un. roue # du. groupe tinéaire de C' et trouver 
Les valeurs propres de z,. 


8} Quelle illustration et quel coienent dénbrmaioe ice de ce soupes apporte-t-il aux 
questions 19° et 117? 


